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Abstrak

Eksentrisitas e(u) suatu titik u di digraf G adalah jarak maksimum dari u ke titik lain di G. Titik
eksentris u addah titik lain v di G yang memiliki jarak dari u sama dengan e(u). Digraf
eksentris ED(G) dari digraf G adalah digraf yang memiliki titik yang sama dengan G dan
terdapat busur u ke v jika dan hanyajikav titik eksentrisu. Turnamen T = (V,E) dengan jumlah
titik sebanyak n adalah digraf tanpa loop sehingga setiap pasang titik u dan v dihubungkan
dengan satu dan hanya satu (u,v) or (v,u). Turnamen T disebut kuat jika untuk setiap pasangan
titik u dan v selalu terdapat lintasan dari u ke v dan dari v ke u. Tulisan ini meneliti sifat digraf
eksntris turnamen kuat dan sfat iterasinya.
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1. Pendahuluan

Suatu digraf (directed graph) G = G(V,E) adalah sebuah himpunan tak kosong berhingga V = V(G)
yang disebut dengan titik-titik dan himpunan pasangan terurut E = E(G) dari titik-titik u dan v yang berbeda
di V yang disebut dengan busur-busur dan ditulis dengan a = (u,v). Kardinalitas himpunan titik [V(G)| digraf
G disebut dengan orde (order) G dan kardinalitas himpunan busur |E(G)| digraf G disebut dengan ukuran
(size) G. Digraf G dengan satu titik disebut dengan digraf trivia. Jalan berarah W (directed walk) dengan
panjang k di digraf G adalah barisan berhingga W = vgayvs...axv yang memiliki bentuk selang-seling titik
dengan busur sehingga untuk i = 1, 2,..., k busur a; mempunyai pangkal v;.; dan akhir v;. Lintasan berarah P
(directed path) dengan panjang k di digraf G adalah jalan berarah dengan titik-titik vg, vy, ... , Vx Semuanya
berbeda. Jika lintasan berarah P = vga;v;...acv, diketahui dengan jelas seringkali ditulis dengan singkat
sebagal lintasan berarah vo-vi. Lingkaran berarah (directed cycle) Cy dengan panjang k adalah sebuah
lintasan berarah dengan titik awal vy sama dengan titik ujung v,. Untuk selanjutnya jalan berarah, lintasan
berarah, dan lingkaran berarah disingkat dengan menyebut sebagai jalan, lintasan, dan lingkaran. Jarak
(distance) d(u,v) antara titik u dan v adalah panjang lintasan terpendek yang menghubungkan u ke v.
Didefinisikan d(u,v) = o jika tidak ada lintasan yang menghubungkan u ke v. Eksentrisitas (eccentricity)
e(u) dari titik u adalah maksimum jarak dari u ke suatu titik lain di digraf G atau e(u): maX,.g d(u,v) .
Radius rad(G) dari digraf G adalah minimum eksentrisitas e(u) atau rad(G) = min, g e(v) dan pusat

Cen(G) dari G dedifinisikan himpunan titik dengan sifat e(u) = rad(G). Titik v adalah titik eksentris (vertex
eccentric) dari u jika d(u,v) =e(u).

Definisi-definisi dasar tentang digraf pada paragraf di atas diambilkan dari Chartrand dan Lesniak
(1996) dan Bollobas (1998).

Buckley (Buckley, 2002) mendefinisikan digraf eksentris (digraph eccentric) ED(G) dari graf G
sebagai suatu digraf yang mempunyai titik yang sama dengan G dan terdapat sebuah busur dari u ke v jikav
adalah titik eksentris dari u. Buckley sampai pada kesimpulan “ Untuk hampir semua graf G, digraf
eksentrisnya adalah ED(G) = (G )™, dengan (G )" menyatakan komplemen G dimana tiap sisi tak berarah
diganti dengan dua busur simetri. Boland dan Miller (2001) memperkenalkan digraf eksentris dari sebuah
digraf dengan beberapa pertanyaan terbuka tentang sifat dan eksistensi digraf eksentris bermacam-macam
kelas dari digraf. Miller dkk (Miller dkk, 2002), memperkenalkan iterasi dari digraf eksentrisitas G.
Diberikan bilangan bulat k > 2, digraf eksentrisitas iteras kek G ditulis sebagai

EDX(G) = ED(ED*(G)) . Sedangkan EDY(G) = ED(G) dan ED%G) = G. Untuk setiap digraf G terdapat



bilangan bulat terkecil p > 0 dant > 0 sehingga ED'(G) = ED'"P(G)). Bilangan p disebut periode (period)
G, dinotasikan dengan p(G), dan bilangan t disebut dengan ekor (tail) G, dinotasikan dengan t(G). Digraf G
disebut periodic jika t(G) = 0.

Definisi dan istilah yang berkaitan dengan turnamen berikut ini diambilkan dari Chartrand dan
Lesniak (1996) dan Jimenez (1998). Sebuah turnamen T = (V,E) berorde n adalah sebuah digraf tanpa loop
sedemikian sehingga tiap pasang titik-titik v; dan v; dihubungkan dengan tepat satu busur (vi,v;) atau (v;,v).
Jika (vi,vj) € E maka disebut v; mendominasi v; dan v; didominasi oleh v;. Derajat keluar (out-degree)

deg™ (v;) dari suatu titik v; pada turnamen T adalah jumlah titik-titik yang didominasi oleh v;. Derajat masuk
(in-degree) deg™ (v;) dari suatu titik v; pada turnamen T adalah jumlah titik-titik yang mendominasi v;. Dalam
turnamen setengah kompetisi (round-robin tournament), dergjat keluar deg™ (v;) dari suatu titik v; adalah
jumlah kemenangan yang dicapai pemain v;. Karena aasan kedekatan istilah maka dergjat keluar
deg™ (v;) suatu titik v; sering disebut dengan skor Sy, - Sebuah titik v; di turnamen T yang berorde n disebut
pemancar (transmitter) v; jika mempunyai skor sy, =n-1 dan disebut penerima (receiver) jika mempunyai
skor s, = 0. Kekalahan (reversal) T dari suatu turnamen T adalah turnamen yang diperoleh dari T dengan

membalik semua arah busurnya. Sehingga kekalahan dari kekalahan T adalah T sendiri. Sebuah turnamen
tak trivial dengan orde n disebut regular jika n ganjil dan setigp titik mempunyai skor Sy, =n7—1.
Sedangkan turnamen T disebut transitif jika (v;,v;) dan (vj,v) busur-busur di T maka (v;,vi) juga busur di T.
Turnamen T disebut kuat jika untuk setiap pasangan titik v; dan v; selalu terdapat lintasan vi-v; dan vj-v;.
Turnamen kuat T disebut trivid jika T memiliki orde 1 dan 2. Barisan skor turnamen adalah barisan skor
Sy, < Sy, < ... < s, dari titik-titiknyayang biasa ditulisdengan S: s , sy, ..., Sy, -
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Dari Chartrand dan Lesniak (1996) telah diketahui untuk turnamen T orde n, untuk setiap n, hanya
ada tepat satu dengan barisan skor 0O, 1, 2, ..., n-1. Sifat digraf eksentris dan iterasi digraf eksentris untuk
turnamen regular dan transitif sudah diteliti oleh Iswadi (2003). Digraf eksentris ED(T) dari turnamen

trangitif T orde n dengan v titik pemancar adalah kekalahan T dari turnamen transitif T ditambah dengan
busur-busur dari v ke titik-titik yang lain. Turnamen transitif T orde n memiliki p(T) = 2 dan t(T) = 1.

Sedangkan digraf eksentris dari turnamen regular T orde n adalah kekalahan T dari T. Turnamen regular T
orde n periodik dan p(T) = 2.

Berikut ini sifat dari barisan skor turnamen kuat oleh Harary dan Moser (1966).
Teorema l

Barisan tak turun bilangan tak negatif S: s, , sy, ..., s, adalah skor turnamen kuat jika dan hanyajika

k k
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Lebih jauh, jika S adalah barisan skor dari turnamen kuat maka setiap turnamen dengan S sebagai barisan
skor adalah kuat.

Kemudian beberapa sifat turnamen kuat pada teorema dan akibat di bawah ini (Chartrand dan
Lesniak, 1996) juga diperlukan untuk pembuktian teorema 5, 6, dan akibat 7 yang ada pada bagian hasil-
hasil.

untuk 1<k <n-1 dan



Teorema 2

Misalkan v sebuah titik padaturnamen T dengan skor maksimum. Jikau titik lain di T makad(v,u) < 2
Akibat 3

Setiap turnamen kuat tak trivial mampunyai radius 2

Teorema 4

Pusat dari setiap turnamen kuat tak trivial memuat sekurang-kurangnyatigatitik

2. Hasil-hasil
Teorema5

Misalkan T suatu turnamen kuat tak trivial orde n. Setiap duatitik termuat dalam suatu lingkaran Czjika dan
hanya jika semuatitik v di T eksentrisitasnya sama dengan rad(T)

Bukti:

Jika setiap titik v di T eksentrisitasnya sama dengan radius T, sedangkan dari akibat 3 diketahui rad(T) = 2,
berarti setiap titik di T mempunyai e(v) = 2. Misakan u dan v dua titik di T. Akan diperlihatkan bahwa
keduanya termuat dalam suatu lingkaran panjang 3. Jika (u,v) € T maka (v,u) ¢ T. Karenae(v) = 2 makav
akan mencapa u dalam dua langkah. Sehingga u dan v termuat dalam suatu lingkaran panjang 3. Jika (u,v)
¢ T maka(v,u) e T. Dengan alasan yang sama dengan di atas, u akan mencapai v dalam 2 langkah. Sehingga
diperoleh lagi u dan v dalam suatu lingkaran panjang 3. Jika setiap dua titik terdapat dalam suatu lingkaran
panjang 3 maka jarak setiap titik u di T ke titik yang lainnya selalu 1 atau 2. Andaikan terdapat titik u
sehingga d(u,v) = 1, untuk setiap titik lain di T maka tidak terdapat lintasan dari titik lain v ke u. Hal ini
bertentangan dengan T turnamen kuat. Jadi haruslah setiap titik u di T memiliki d(u,v) = 2, untuk suatuv di T.
Jadi setiap titik u memiliki eksentrisitase(u) = 2 = rad(T). [

Teorema 6

Misalkan T suatu turnamen Kkuat tak trivial orde n. Jika semua titik v di T eksentrisitasnya sama dengan
rad(T) makaED(T) = T ,dengan T juga suatu turnamen kuat

Bukti:

Akan diperlihatkan terlebih dahulu ED(T) = T . Misalkan u dan v dua titik di T. Jika (u,v) e T, sedangkan
setiap titik u di T memiliki e(u) = rad(T) = 2 Berarti v bukan titik eksentrisitas u. Jadi (u,v) ¢ ED(T) . Jika
(uyv) ¢ T maka haruslah d(u,v) = 2. Sehingga v adalah titik eksentrisitas dari u. Jadi (u,v) € ED(T ).
Misalkan titik-titik di T adalah vy, v», ..., v, dan skor v; adalah SVi . Tanpa mengurangi keumuman, misalkan

barisanskor S: s, <'sy, < ... < sy Karena T turnamen kekalahan T makaskor v;di T adalah §Vi =n

- SVi -1 dan barisan skor T adalah S :n - Sy, - l<n- S 1< . <n- Sy, - 1. Akan dibuktikan bahwa

T juga turnamen kuat. Dengan menggunakan teorema 1 harus diperlihatkan bahwa
1_ n n—k+1_ n-k+1
XSy, = dan Y s, > :
i=n ' 2 i=n ! 2

Dengan menggunakan barisan skor S: Sy,

untuk 1<k <n-1.
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Dari teoremal, untuk 1<k <n-1,

Sehingga

Jadi untuk 1<k <n-1
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K etidaksamaan yang terakhir diperoleh dari konstruksi berikut ini. Karena turnamen kuat tak trivial memiliki
n > 3danl < k < n—1makaberlaku

n?—3n+2k>0

n-2n+k>n—k
(n—k)?=(n=K) +n?=n>(n—k)?- (n—k)

(n—k)? —(n—k) +n(n-1) N (n—k)? +(n—k)

2 2
(n—k)Xn-k-1) , n(n-1) _ (n—k)n—k+1)
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Akibat 7

Misalkan T suatu turnamen kuat tak trivial orde n. Jika setiap duatitik di T termuat dalam lingkaran dengan
panjang 3 makadigraf eksentris T periodik dengan p(T) = 2

Bukti:

Karena setiap duartitik di T termuat dalam lingkaran panjang 3, dengan teorema 5 dan 6 diperoleh ED(T) =
T ,dengan T juga suatu turnamen kuat. Kemudian dengan melakukan proses yang samapada T diperoleh
ED(T ) adalah kekalahan dari T . Padahal kekalahan dari kekalahan T adalah T sendiri. Sehingga ED(T) =
ED(T )=T.
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