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Absarrk.
Pelabelan sisi-ajaib pada graf pemetaan

X:It(G\w E(G) -+ \1,2,...,v+el. dim'n" u=ltl(c)l a* e = lf1C)l, densan sirat untuk

setiap sisi ry di A, 2(x) + 2(xy) + X(i = n , untuk suab| konstanh k Bilangan k disebut bilangan
ajaib G. Suatu graf C dengan sebuah pelabelan total sisi-ajaib disebut sisi-ajaib. Pelabetan total sisi-ajaib
dis€but kuat jika lab€l dari titik adalah label paling kecil yang mrmgkin yaittt l,2, ... , v. craf c dis€but jisi-

ajaib secara kuat jika mempunyai suatu pelabelan total sisi-ajaib ktat. Cnaf spliaKr/ adalah graf yang

mcmiliki jumlah titik v = 2q n t'uah titik n€nbentuk graf lengkap Kn dan n buah titik yang lain nasing-
masingnya terhubung ke semua titik di graf lengkap I(Il. Pada tulisan ini dibuktikan bahwa |g6f split K.y

tidak sisi-ajaib unhk '4 = 3(mod 8) dan tidak sisi-ajaib secara kuat untuk s€tiap n > 3.

Kats kunci: grafsplit, p€labelan total sisi-ajaib

L Pendahuluan

Gr$ G adalah h\mpuran berhingga tak kosong dari tirik V(G) &n;ama dengan himpunan pasangan tak
berurut dari dua titik yang berbeda di G yang dinamakan dengan riri dan dinotasikan dengan E(G).
Kardinalitas dari himpunan titik lZ(Gl di G dinotasikan dengan v dan disebut dengan ora& G, sedangkan

kardiwtitas dari himpunan sisi lelCil alnotasikan dengan e dan disebut dengan ukuran G. Sisi.ry = {-ty}
diseb& menghubungkan titik .x dan J,. Jika rJ,, suatu sisi di G maka x dan y disebut sebagai titik-tilik yang
bertetangga. Derajqt dx) dari suatu titik.x di C adalah himpunan dari semua titik lain y di G sehingga /
adalah tetangga r di G.

Beberapa definisi b€rikut diambilkan dari Chartrand dan Lesniak (1996\. Gral lengkap li, dengan n
buah titik adalah graf dengan setiap dua titik selalu bertetangga. Komplemen ddari graf G adalah graf

dengan himpunan titik yang sama dengan C sehingga dua titik bertetangga di C- jika dan hanya jika titik-
titik tersebut tidak b€rtetangga di G. Graf Null K-, adalah komplemen dari graf lengkap K^. Gro/ bipa it
K,n adalah graf yang diperoleh dengan mempartisi himpunan Z(G) menjadi'himpuan V1 dan V2 sehinga
setiap sisi di E(G) menghubungkan titik di I/1 dengan Zr.

Dari Wallis (2001) diperoleh definisi-delinisibeikut. Pelabelan totol sisi-ajaib rt,da suatu graf c adalah
pemeraan satu-satu t tv(G)w E(G) -+ 11,2,..,,y + el , 4r*" u=lt lc{ aan e =lE(G)|, dengan sifat

diberikan sisi .r7 di G, l(x) + )(xy) + .l(.y) = t , untuk suatu konstanta t. Bilangan & dlsebut 6 ilangan ajaib
G. Suatu graf G dengan sebuah pelabelan total sisi-ajaib disebrt sisi-ajqib. Pelabelan total sisi-ajaib disebut
,qs, jika lBbel dari titik adalah label paling kecil yang mungkin yaitu l, 2, ... , v, Sebuah graf disebur riri
ajaib secaru hual jika mempunyai suatu pelabelan total sisi-ajaib kuat.

Misalkan 2 p€labelan total sisi-ajaib grafG dengan jumlah ajaib t, dengan himpunan label untuk ritik-
titik di G adalah lay a2, -. a,| . Kondisi perlu yang harus dipenuhi adalah:

l. ai + a, + ai = * tidak mungkin terjadijika ada dua ai, ai,dar' ah &rtetaeg$a di G.

2. jumlah ai + a j,dimana.r;x7 sisi di G, semuanya berbeda.

3 .  0<* - (a i  +  a j )  3  v+e,d imana r ; r1  s is id iG.
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Didefinisikan jumlahan bilangan bulat sebagai berikut

o f  = 1 i  + t1  + 1 i  + z :1+. . .+ j  =  i ( j  -  i l  +(  i  
- ' -+  t )

\ 2  )
Dengan menggunakan persamaan (l),jumlah dari bilangan t dikali dengan banyaknya sisi e adalah

ke = oi." +2la(x,)-tla,.
Dari persamaan (2) dapat dibuktikan teorema penting berikut ini.
TcoremN I (Ringel dan Llado (1996))

Jika c mempunyaijumlah garis e genap, setiap titikr di G memiliki derajat dr) ganjil, danjumlahan v +
e = 2!rcd4) maka graf G tidak memiliki pelab€lan toral sisi-ajaib

Kotzig dan Rosa (1970) (seperti yang tertera dalam Gallian (2001)) telah membuktikan bahwa eraf
bipadit (-, mempunyai pelab€lan total sisi-ajaib untuk setiap nr dan rr. Kemudian dari wa is (2fr1)
dhebutkan bahwa graf lengkap Ko mempunyai plabelan total sisi-ajaib jika dan hanya jika n = l, i, s, i,
atau 6. Pertanyaan tentang pelabelan total sisi-ajaib suatu graf G kemudian ditujukan pada graf-graf G yang
memuat graflengkap,K. seperti grafsplit r(.-7 dibawah ini.

Gru,f split K-,y/ merupakan suatu graf yang memuat graf lengkap ,(n, graf Null F,, , dan graf bipanit

.(-, yang menghubungkan dua himpunan titik di graf lengkap dengan grafNull. Jumlah titik K^.2/ ?dalah v

=m+2,  jumrah r ' r ,  
"=zr , * [ ] l=  l (z r *n- r ) .aun, * r=  ̂ *n* r r * ( l l  =  ]  t zz  +  rxz  +  r l .  un tur- 

\2) 
' -  

\z.t  z

n=4Graf split ,<y memiliki jumlahtitikv=22, jumlah sisi e=22 
(n\ - '

. l2J= ; (3 ' - t )  ,  dan  Y+e=

z o +  o 2  + ( n \ = ! t o + n .
t 2 )  2 '

Dalam hasil dibawah ini akan ditunjukkan bahwa graf split Kr% tidak sisi_ajaib untuk
n = 3(mod8) dan tidak sisi-ajaib secara kuat untuk setiapt, > 3.

2. Hasil-hasil

Teorema I tidak dapat dipakai pada $af split Kr// dengan n genap karena pada graf split K, y dengur

n genap *an diproleh setiap titik x pada bagian g,af Null K-, m€mpunyai &rajat di genap. Teor€m8 I
juga tidak dapat dipakai pada graf split K y dengan a = t(mod E), z = S(rnod E) , dan ,r = ?(mod 8) . Untuk

g.u,t split Kzy, dengan n = t(mod8) dan r = 5(mod8) maka jumlai sisi e=l(zn-t) akan bemitai ganjit.

Kemudian untuk ,t = 7(mod8) maka jumlah r + e = O(mod 4). sedangkan untuk ,t = 3(modg) diperoleh
teorema 2 di bawah ini.

Tcorcma 2

Gnf split Kzy, tidak mempunyai pelabelan total sisi-ajaibjika z = 3(mod8)

Jawab.'Misalkan suatu graf split K2y' dengan r=3(mod8). Maka diperoleh v=6(mod8) dan
L

e=-p1mod81J[3(31mod8)-lJ. Karena 3(mod 8) merupakan bilangan ganjil maka diperoleh e bernilai

genai. Sedangkan derajat dari setiap titik "r di K2y/, ad^lah

d(x\=[24-1, i ika x tit ik digraf lengkap A',

I r. j ika r t it ik digraf Nu K,
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dengan n ganjil. Kemudian v + e = 
I [3(mod8)]F(mod s) + ll

= 
]btmoatl)[atmoaa)l

= ltmod 8)][2(rnod a))

= 2(mod 4)

D€ngan menggunakan teorema l, graf spl\t Kry' denga(t z = 3(mod8) tidak mempunyai pelabelan total

sisi-ajeib.tl
Slii* 

"' 
akan diperlihatkan pelabelan total sisi'aj":b.k-1."11*L.=-.t*:: 'Y[*J,, ,j;,i'fi:fi

,,"r",fi,itiil"3iqr:'1i'if,iiliretrf"*lli'f:',"'i#1!"it"fl3;li*|flT':';0i,"'"0"1;#:'xi:t#,',ru;iffi""'*"';'l"i.l').il'l-"',ru1-:t**:g:1,?'1::i*'i",:11T,l#H,;,i;dan sisi dibed label J senrngga f, - ' - -t, 
d"r,gan l, 2, 3, 4, label sisisisi

iu*roli"i',..4 "i"i-".iaib 
kuiidapat dibuat a*e*.'"'T-'i,l35ljil:llii.", r .r; h'w'h ini.

[[Tlt !','::;"j.Xffi;fr;i;:ji, 'e-iJi vane t€aihat pada gambar I di bawah ini'

a. graf split Kzy" ' dengan tr = I b. grafsplitKrT, dengan n= 2

Gambar 1 Pelabelan total sisi-ajaib kuat untuk graf split ('12'l ' dengan |r = 1 dan 2

Dari teorema 2 di atas diketahui babwa graf split KzT ' dengan 't = 3 tidak sisi-ajaib' Berikut ini pada

teorema 3 akan ditunjukkan bahwa graf split K zy ' den+an n> 3 tidak sisi'aiaib secam kuat'

Misalkan graf split Kzy, , detvan a > 3, mempunyai himpunan n buah titik { xl ' '2 '.''' xl' } yang b€rasal

dari bagian graflengkap,(, dan himpunan ,' buah titik {xn+t'xn+2-'-x2' } yang berasal dari bagian gaf

Null fn. Misatkan X pelabelan total sisi-ajaib secara kuat dari Kzy, dm berll3liu untuk setiap sisi tfJr di

y"%

2( r r )+ , t ( r ,x , )+ ,1 (x"  )  =  f  '

dimana I suatu bilangan bulat positif dan l(xr)= a" dimana a'dan r e{l'2' "' '2t}' Tanpa mengurangr

keumuman, misalkan juga a1 <c2 < '<a, dan ah*<an+21"'142n'

Teorcma 3

6raf split Kzy,tidak mempunyai pelabelan total sisi'ajaib kuat untuk rr >3

Jawab.'Misalkan aL' al eldl 'a2r",ar\ dengan at < r,tdan ab qj e |,an+l ' an+2 -"'a2nt der'gan ai <ai'

Andaikan o; =ar + I maka haruslahat > at+2'Karcna kalau a1= a1+ I maka

q+ ai, o'r+ l+ ai= qt+ai -

Padahal xp; dan rp.7 sisi-sisi di K22l ' Befentangan dengan l petabelan totat sisi-ajaib dari Ky ' Untuk

ar > ak + 2 maka sekurangkurangnya a1 = ar + 3 Kemudian akan diperoleh

a n =  a n - t + 3 =  a n - 2 + 6 = . . . =  a l  + 3 ( n - l ) =  a l + n ' 3 + 2 n >  a r + 2 n '
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sehingga diperoleh d, > 2n. Betf,ntar.gan dengan i pelabetan total sisi-ajaib s€cara kuat. sedangkan
untuk 4/ = aL + 2 maka himpunan { a! , d2 ,...,or1 &rupa himpunan dengan z buah bilangan genap atau
ganjil saja. Padahal 4 dan a, adalah dua bilangan yang berurutan di himpunan \ar*1,ana2,...,a2n1
sehingga tidak terdapat, buah bilangan ganjil atau genap saja pada himpunan 1a1,a2,...,an ). Kemudian
andaikan a, > 4 + 2. Untuk q> ai + 2, dengan cara yang sama dengan diatas akan diperoleh a2, > 2n.
Bertenlangan lagi dengan ,l pelabelan total sisi-ajaib secara kuat. Jadi satu-satunya kemungkinan yang
t€rtinggal adalah a./ = 4 + 2. Andaikan ai=a1 ! ) maka himpunan lan l,an*2.-,a2rl berupa himpunan
dengan n buah bilangan genap atau ganjit saja. Jika himpunan I o11.s1, ana2._, a2nl adalah himpunan n buah
bilangan genap maka himpunan {q,02...dn } adatah himpunan n buah bilangan ganjil. Sehingga al = l,
qn = 2n - l, ao*1 = 2, dan a2n = 2n. Kemudian diproleb

) . (x rx r4)  =k- (an  +  an+t )=k- (2n+ l )  =  &-  (a r  +  a2)=  ) . (xyx2n) ,

Padahal rnr*' dan x1.r2, sisi-sisi di K2y. Berarti bertentangan dengan 2 pelabelan total sisi-ajaib.
Dengan cara yang sama untuk himpunan lan+t,ah+2,.,.,a2nI adalah himpunan n buah bilangan ganjil akan
diproleh juga

^(xnxn+t )  =  k - (dn  +  ar , ; )=k- (2n+ l )  =  &-  (a r  +  a2)=  ) , (4x2) ,

Sehingga diperoleh lagi kontradiksi dengan 2 pelabelan total sisi-ajaib. Jadi tidak terdapat pelabelan total
sisi-ajaib secara kuat dari grafsplit Kr,7 , untuk n > 3. D
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