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DimensiMetrikdanDimensiPartisi Graf BukuBertumpuk
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Abstract. The aims of this research were to decide metric dimension and partition
dimension on the stacked book graph B, ,for n = 3. The stacked book graph B, ,, is formed
by Cartesian product of star graph K zand path graph E,.To complete this study, is used
characterization of metric dimension and partition dimension of path graph, lemma about
the character of resolving set, resolving partition and some supporting observations of
stacked book graph B; ,,. The each result about metric dimension and partition dimension of
stacked book graph By, is 3 for n = 3.

Keywords: metric dimension; partition dimension; resolving set; resolving partition; stacked
book graph

14, Pendahuluan

Graf G  didefinisikan  sebagai  himpunantitik  tak  kosongV(G)dan
himpunansisi E( G )yang menghubungkanduatitiktak terurut padaV (G ). Kardinalitas V(G ),
dinotasikan dengan |V(&)| disebut ordo dari graf . Graf ¢ dikatakan terhubung jika
setiap dua titik u dan v di graf G selalu dihubungkandengansuatu lintasan.Jarak antara
dua titik u dan v dinotasikan d{w, 1) di suatu graf terhubung ¢ adalah panjang lintasan
terpendek dari u ke v di G.[2]

MisalkanG graf terhubung dan himpunan W = {wy,wa,...,wi i V(G).
Representasi  titik v € V(G) terhadap W adalah pasangan terurut k-tuple
r(v|W) = (d(v,wy),dlv,ws),...,d(v,w,)). Himpunanw disebut himpunan pembeda
dari graf (s jika representasi setiap titik » di & terhadap himpunan W berbeda. Himpunan
pembeda dari graf & yang mempunyai kardinalitas minimum disebut basis dari graf G
dan Kkardinalitas basis disebut dimensi metrik dari grafG yang dinotasikan dengan
dim{G). Misalkan 5 < V(G) dan terdapat titik 1 pada graf terhubung @, maka jarak
antara v dan § dinotasikan d(v, S), didefinisikan sebagai d(v,S) = min{d(v,x):x € S}.
Jika]l = {51,52,.-.,5;]) adalah k-partisi dari V(G), maka representasi » terhadap ]
adalah k-tuple r(w|[) = (d(v,5,),d(v,5),... ..., d(v, S;)). Jika k —tuple »(|TT) untuk
v € V(&) semuanya berbeda, maka partisi T] disebut sebagai partisi pembeda. Bilangan
k —minimal yang merupakan k —partisipembedadarilV’ (&) disebut dimensi partisi dari G
dan dinotasikan dengan pd(G) [3].

Konseptentangdimensimetrikpertama kali  dikenalkanoleh F. Hararydan R.
Melterpadatahun 1976.Kemudianpadatahun 2000,
Chartranddkkmengembangkandenganbaiktentangkonsepdimensimetrikyaitudimensipartis
i yang diterbitkandalamjurnalberjudulThe Partition Dimension of A Graph.
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Pengembangandimensimetrikdandimensipartisigrafsalahsatunyadapatditerapkandalamope
rasihasil kali Cartesian.Padapenelitianini,
ditentukandimensimetrikdandimensipartisidarigrafbukubertumpuk 85, yang merupakan

hasil kali Cartesian antara graf bintang K4 3 dan graf lintasan F,.

15. Pembahasan

Dalamteorigrafterdapatbeberapaoperasigrafuntukmembentukgraf  yang  baru,
salahsatunyaadalahoperasihasil kali Cartesian.

Definisi 2.1.MisalkanG;danG,adalahduabuahgraf.Hasil kali Cartesian(; X G5 adalah graf
yang memuat himpunan titik V(Gy) x V(G,). Duatitik(uy,us) dan
(4, v2Jterhubunglangsung di G x Gz jika dan hanya jika memenuhi syarat

sebagai berikut:
1. ¥y = vy dan U272 € E({y), atau
2. Us = Ty dan w4y € E(72)[2]

Definisi 2.2.Graf bukubertumpukdinotasikandenganB,,, adalah graf yang diperoleh

dari hasil kali Cartesian K4 ,,, % BE,.[5]

zl Z: Za Z_‘ ZS zn—:‘._ z‘?’.l—l Z"‘
M ¥ }’E Ya |y5 Vn—2| Yu-1| ¥Vn
€y Cg C3 Cy Cs Cn—z/ €n—-1/ €n
Xy Xy Xg Xy X5 Xp—71 *n-1 Tn

Graf
bukubertumpukB3,,mempunyaihimpunantitik

V(Ban) = fxli= 1.2, ... mdUfvili = 1.2, .. n}zli= 1.2, ...ndU {cli = 12.....n)
dan himpunan sisi
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E(BS)R I = Hixi+ali = L2, — LUyl = 1.2, ,n — 1JU{ziz44]i =
1.2, ..n— 1}L{C§Ci+1li =12..,n— l}U{xiCili =12, ...,1‘1} U{}’;—Cdi =

1,2, ... n}U{zcli=1.2,..,n}

denganordodarigrafbukubertumpuk 25 ,, adalah 4n dan ukurannya adalah 7n — 4.

Lemma 1.Misalkan( graf terhubung denganU”« U « V(). JikalJ" adalah himpunan
pembeda makalJ juga merupakanhimpunan pembeda.[4]

Lemma 2.aim(K;,)=n—1(n= 2)[6]

Lemma 3.Misalkani adalah graf terhubung dengan order m. Graf G mempunyai
dimensi metrik 1 jika dan hanya jika graf Gadalah B,. [1]

Lemma 4.Misalkan]] adalah partisi pembeda dari V(G)danu,» € V{G). Jika
d(u,w) = d(v,w), untuk semua w € V(G) — fu,v} maka u dan © harus

berada di kelas partisi yang berbeda.[3]

Lemma 5.Misalkan& adalah graf terhubung dengan order n > 2. Makapd(G) = 2 jika

dan hanya jika ¢ = BE,.[3]

Lemma 6.JikaG adalah graf terhubung tak trivial, makapd(G) < dim(G) + 1 [3]

Lemma 7.UntuksebaranggrafterhubungGidan G-,

pa(ly X Gp) < pd(Gy) + dim(Gy) [6]

Akibat8.Untuksebaranggrafterhubunglidan &,

pd(Gy % G,) < dim(G.) + dim(G,) +1 6]
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Berikutiniadalahhasildaridim (Bz,) untuk n = 3 yang disajikan dalam bentuk
observasi, lemma,danteorema.

Observasi2.1.d(x;, ;)= d(v.c;)=d(z.c;) = 1.
Observasi2.2.d(x;v;) = d(x;,z;) =d(y;,z,) = 2

Observasi 2.3.d(x;,x;) = d(y,y;) = d(zi,z;) = d(eyc;) = li— il
Observasi2.4.Untuki = j, d(c;,x;) = dlc;,y;) = dleuz;) = lj— il + 1.

Observasi2.5.Untuk? = j, d(x{-,}-}) = d(xt-,z,-) = d(}'g,zj) =|j—il+2.

Lemma 2.6.MisalkanW < V(B3 Juntuk n = 3. Jika |W| = 2 maka W bukan merupakan

himpunan pembeda.

Bukti:MisalkanW € V(B3 ,,) untuk m = 3dan |W| = 2, maka terdapat 2 kasus.

¢ Kasus 1: Jikadipilihtitik-titik di W berindeks sama.
a. UntukW vyang tidak memuat titik pusat. Diambil sebarang W = {x; .},

W = {x;,z;}, atau W ={y;,z;] dengan i =1,2, ...,n. Berdasarkan Observasi

2.2 dan Observasi 2.4makauntukW = {x;,v;] berlaku
r(z; W) = H{c;e4IW) =(2,2)atau  r(z W) =r(c,_4IW) = (2,2).  Untuk
W = {x;7] berlaku W1 =7y, W) = (2,2)atau
r(3: W) = r(c;—, W) = (2,2). Untuk W = {y;,z;] berlaku

(W) = r(c;44 W) = (2,2)atau r{x;|W] = ;1 |W) = (2,2).

b. UntukW yang memuat titik pusat. Diambil sebarang W = {x;,¢;], W = {yuc:],
atau W ={=z,r;} dengan i=1,2, ..,%n Berdasarkan Observasi 2.1 dan
Observasi 2.2makauntukW = {x,,c;Jberlaku  r(z;|W) = r(y.|W) = (2,1).
Untuk W = {y;,c;Jberlaku r(x W) =r(z|W)=(21). Untuk
W = {z;,¢;berlaku r(x;|W) =r(y; |W) = (2,1).

¢ Kasus 2: Jikadipilihtitik-titik di W indeksnya berbeda.

a. Jikal¥ hanya memuat 1 titik sejenis.
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UntukW yang tidak memuat titik pusat. Diambil sebarang W = {x;,x;},
W = {y;,5;}, atau W = {z;,z;] dengan i ¥j,i =12,..m,j =12,..,n

Berdasarkan Observasi 2.3 dan Observasi
2.5makauntuk W = {x;,3; Jberlaku (x| W) = r(z|W) = (2,1 — il +2).

Untuk W = {3} berlaku r(x;|W)=r{zIW) = (2,]j — il +2) dan
untuk W = {z,z; berlaku 7(x;|W) = r(y: W) = (2,1 — il + 2).
Untukl¥ yang memuat titik pusat. Diambil sebarang W = {c; ¢;}dengan

i=j,i=12..nj=12,...,n Berdasarkan Observasi 2.1 dan Observasi

2.4makaberlakur(x,|W) = r(y;|W) = r(z,|W) = (2,]j — i| + 1).

b. Jikadipilih ¥ yang memuat 2 titiksejenis.

UntukW  yang tidak memuat titik pusat. Diambil sebarang
W = {x;,5;}, W = {x;z;), atau W = {yuz;) dengan
izj,i=12,..nj=12,..,n Berdasarkan Observasi 2.3, Observasi

2.4, dan Observasi 2.5makauntukl¥ = {xi,}'j} berlaku

r(x:41|W) = r(c; W), (i1 IW) = r(c;| W) atau
r(x;—4W) = r(c;IW), r(yieq W) = r(c|W). Untuk W = {x;,z; Jberlaku
r(x:44|W) = ric; W), r(zieq W) = r(c)|W) atau
r(x;—q|W) = 1(c; W), r(7; 11W) = »(r,|W). Untuk W = {y,,7; Joerlaku
(41 IW) = r(cW), r(zi4 W) =1(c;)|W) atau

(i1 lW) = r(cfW), r(zi04 W) = ()| W).
UntukW vyang memuat titik pusat. Diambil sebarang W = {x;c;],
W ={y;c}, atau W ={z;¢;] dengan i #j,i=12..n,j=12,..,n

Berdasarkan Observasi 2.2 dan Observasi
2.4makauntukW = {x;,c;Jberlaku (7 |W) = r(z,|W) = (2,]j — il +1).

Untuk W = {y;c;] berlaku r(x W) =z, /W)= (2,]j—il +1) dan

untuk W = {z;,¢; berlaku (x;|W) = r{y;|#w) = (2,1 — 1l + 1).

Jaditerbuktibahwauntuk W| = 2 maka W bukan merupakan himpunan pembeda.®
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Teorema2.7.Untukn = 3, dim(B;,, ) = 3.

Bukti: DipilihW = {x4,31,2z1} € Ba,,. BerdasarkanObservasi2.3
d(xf,xj) = d(yz-,yjj = d(z,-,zjj =|j—i. BerdasarkanObservasi2.4
d(c; ,xj] = d(c,-,j,-'jj = d(c,-,z)—j =lj—il+1 BerdasarkanObservasi2.5

d(x,-,yj] = d(xl-,zjj = d(yz-,zj) =|j—i|+2 Sehingga representasi setiap titik
terhadap W dapat dinyatakan sebagai berikut:

rix; [W)=(-1Li+1Li+1)

r W) =(+1i-1i+1)

riz|W)=(G+Li+1Li—1

(e |w) = @00
Jelasbahwad (x;, 1) = d(y;,21) F die;,xq)sehingga r(x; |W) = vy, | W) = r(c; | w).
Sedangkan d(y,,xy) = d(z;,x4), namun Kkarena d(y;, ) = d(z;,¥4) sehingga
r(v; | W) = r(z; | w).Karenasemuarepresentasititikberbedamakalw’ adalah himpunan

pembeda.Lemma 2.6 menyatakanbahwauntuksetiapi¥’ dengan kardinalitas 2 bukan
merupakan himpunan pembeda.Sehinggal¥’ merupakan basis dari D3, Jadi terbukti

bahwa dim(Bs, ) = 3.m
Setelahmenentukandimensimetrikgrafbukubertumpukdim(Bs ., ),

selanjutnyaakanditentukandimensipartisigrafbukubertumpukpd (53_?,Juntuk-n =3 vyang
disajikan dalam bentuk observasi, lemma, dan teorema sebagai berikut.

Observasi2.8.Misalkant; € V(Bs,,). Jika S memuat a;maka d{a;,S) — 0.
Observasi2.9.Jika§ = {x4Jmaka d{x,5)=i—1, d(yv,5)=d(z,5)=i+1, dan
d(c;,5)=1.

Observasi2.10.JikaS = {x,,, ¥, € ] maka:
d(xyS)=minfn—in—i+2n—i+1}=n—1
d(y,S)=minfn—i+1ln—in—i+1}=n—1i
d(z;,S)=minfn—i+2,n—i+2n—-i+1}=n—i+1

dlc,S)=minfn—i+1n—i+1ln—i}=n—i
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Observasi2.11.Jikas memuat x,,—smaka d{(x,,5) = 1.
Observasi2.12.JikaS memuat v, —1maka d{y,,5) = 1.

Observasi2.13.JikaS memuat €,,_ymaka d(c,,S5) = 1.

Teorema2.10.Untukn = 3, pd(BM) =3

Bukti: Dipilih] 1 ={5,.5..55]dengan 55 = {xy), 5. = {x,..v.¢c..), dan
S = {2, X5 s Xm0, V1 V25 wees Vormeds Z44 224 2o 1 21y €44 €2, -5 Cy—1 }. BerdasarkanObservasi
2.9makad(x,, 5;) =i—1, dly,5) =d(z,5)=i+1, dan d(e,5) =i

BerdasarkanObservasi

2.10makad(x;, 5;) = dly;,S;) = dl¢;, S;) =n —i,d(z;,5;) =n—i+1,dan

d(x;,5:) =0 atau d(x,55) =1, dyv;,53) =0 atau d(y;,53) =1, d(c;,53) =0 atau
d(c;,S3) = 1. BerdasarkanObservasi 2.8, Observasi 2.11, Observasi 2.12,
danObservasi2.13d(z,53) = 0. Sehingga representasi setiap titik pada graf buku
bertumpuk B3, terhadap [] adalah sebagai berikut:

_fi-1,n-40), untukl <i<n
rlxdID = {(a‘ —1,m—1,1), untukyanglain

o JE+1L,n—4,0), untukl<i<n
T(}'ilm_{ (i+1n-i1), untuki=n

rizl[D=0(+1Ln—i+ 10

(im—i,0) umtukl<i<n

ralr = {(i,n— i,1), untuki =n

Jelasbahwad(x,5,) = d(z;,5,) = d(c;,5)sehingga (D = v = v (cITD.

Sedangkan d(y;,5;) =d(z,5;), namun karena d(y;5,)%d(z;,5,) sehingga
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r(3;1TD = r(zTT). Karenasemuarepresentasititik di grafbukubertumpuk R, terhadap
I1 berbeda, maka I1 adalah partisi  pembeda.Berdasarkan Lemma
5dapatdipastikanbahwapd(Bs,,) # 2 dikarenakan graf Bz, bukan merupakan graf
lintasan B,. Oleh karena itu ] ={51,5,,53] merupakan partisi pembeda minimum dari

graf buku bertumpuk Bs . Jaditerbuktibahwapd(Bs,, ) =3. ®

16. Kesimpulan
1. Dimensimetrikdarigrafbukubertumpuk&s,adalah 3.
2. Dimensipartisigrafbuku bertumpuk B3 nadalah 3

denganpartisipembedanyatidaktunggaltetapisalahsatupartisidalampartisipembedan
yamemuatsatutitik.

17. DaftarPustaka

[1] Chartrand, G., Eroh, L., Johnson, M.A., danQOellermann, O.R., Resolvability in
Graphs and the Metric Dimension of A Graph, Discrete Appl. Math., 105: 99 —
113,2000.

[2] Chartrand, G. danlesniak, L., Graphs and Digraph Third Edition, Chapman &
Hall/CRC. Florida. 1-20, 2000.

[3] Chartrand, G., Salehi, E., dan Zhang, P., The Partition Dimension of A Graph,
Aequationes Math, 59:45-54, 2000.

[4] Iswadi, H., Baskoro, E.T., Salman, A.N.M., danSimanjutak, R., The Resolving Graph
of Amalgamation of Cycles, An International Journal of Discrete and Combinatorial
Mathematics. UtilitasMathematica, 83.3,2010.

[5] Khalil,Ayhan A. dan Khalil, Omar A., Determination and Testing the Domination
Numbers of Tadpole Graph, Book Graph and Staced Book Graph Using Matlab,
College of Basic Education Researchers Journal, Vol 10, No. 1.494, 2010.

Jurnal Matematika 2013 88



[6] Yero, Ismail G. dan Rodriguez-Velaguez, Juan A., A note on the partition
dimension of Cartesian product graphs, Applied Mathematics and Computation,

217:3571-3574, 2010.

Jurnal Matematika 2013 89



